GUIA DE ESTUDIO
ALGEBRA LINEAL

Tema 5. Operadores Lineales en Espacios con Producto Interno

A

1) ADJUNTO DE UN OPERADOR LINEAL

Sea V un espacio con producto interno y sea
T:V >V un operador lineal. Un operador

T":V >V, se dice que es adjunto de T si:

(T(W)v)=(ut"(v)) vavev

Donde T~ es el adjunto de T.

Teorema:

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, de
dimension finita y con producto interno. Si
#V—K es una funcional lineal, entonces existe

un vector dnico x & V tal que:
$(u)=(u]x) vuev

Teorema:

Si V es un espacio vectorial de dimension finita
y con producto interno, entonces para cada
operador lineal T: V—V existe un Unico adjunto
T, que también es lineal.

NOTA: Este teorema no se cumple para
espacios de dimension infinita, debido a que en
este caso no es posible garantizar la existencia
del adjunto. Aunque la unicidad y linealidad de
T si se verifican cuando éste existe.

Teorema:

Sea V un espacio vectorial de dimension finita
con producto interno y sea B una base
ortonormal de V. Si T: V-V es un operador
lineal, entonces:

Hay una relacion entre las representaciones
matriciales de los operadores T y T~ cuando
éstas se encuentran referidas a una base
ortonormal, dicha relacion puede emplearse para
obtener el adjunto de un operador dado. La
relacion es: si A es la representacion matricial de
T en una base ortonormal, entonces A™ (la
conjugada transpuesta de A) es la representacion
matricial de T~ en dicha base.

NOTA: Cuando la base no es ortonormal no
existe una relacion sencilla entre las
representaciones matricialesde Ty T .

Algunas propiedades que relacionan un operador
T con su adjunto T  se dan a continuacion.

Teorema:

Sea V un espacio con producto interno, W un
subespacio de V' y T: V—V un operador lineal:

1. T (V)=N(T)"
2. N(T"eT)=N(T)

3. Si W es invariante bajo T entonces W es
invariante bajo T .

Teorema:

Sea V un espacio vectorial sobre K, con
producto interno. Si S y T son operadores
lineales en V y a es un escalar de K, entonces:

[EEN

. (TY'=T
. (@D)=aT
. (S+T)'=S"+T"

w DN

>

(SoT) =T 08"
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2) OPERADOR NORMAL

Sea V un espacio con producto interno y sea
T:V—V un operador lineal. Se dice que T es

normal si ToT =T oT .
De la definicién anterior se sigue de inmediato

que si T es normal, entonces T* también es
normal y viceversa.

Los operadores normales tienen las siguientes
propiedades. Teorema:

LTWI=IT (I VveV
2. SiT(v)=iv entonces T (V)= AV

3. Siv, y v, son vectores caracteristicos de
T correspondientes a los valores 2; y 1, y
ademas A1# 4, entonces (v, |v2 )=0.

3) OPERADORES HERMITIANOS,
ANTIHERMITIANOS, UNITARIOS,
SIMETRICOS, ANTISIMETRICOS Y
ORTOGONALES

Se presentan a continuacion algunos casos
particulares de operadores normales, los cuales
suelen distinguirse con diferentes nombres
cuando el espacio vectorial estd definido sobre
el campo de los nimeros complejos y cuando
estd definido sobre el campo de los numeros
reales.

Definicién:
Sea V un espacio vectorial sobre C (sobre R)

con producto interno y sea T: V—V un operador
lineal, se dice que:

1. T es hermitiano (simétrico) si:
T=T
2. T es antihermitiano (antisimétrico) si:
T =-T

3. T esunitario (ortogonal) si:
T =T
Todos los operadores nombrados anteriormente

tienen las siguientes propiedades con relacion a
los valores caracteristicos.

Teorema:

Sea V un espacio vectorial con producto interno
y sea A un valor caracteristico del operador lineal
T: V-V

1. SiT =T entonces A es real.
2. Si T =—T entonces A es imaginario.

3. SiT =T'entonces |4| = 1.

A continuacion se presenta una caracterizacion
para las representaciones matriciales de los tipos
de operadores definidos anteriormente, cuando
estan referidas a bases ortonormales.

Teorema:

Sean V un espacio con producto interno, B una
base ortonormal de V, T: V—V un operador
lineal y A la representacion matricial de T
referida a la base B:

1. T*=T siysolosiA*=A
2. T*=-T siysolosi A*=-A
3. T*=T1 siy sélosi A* = Al

En conclusion: un operador es hermitiano
(simétrico) si y sblo si su representacion
matricial referida a una base ortonormal es una
matriz  hermitiana (simétrica). De manera
analoga, esto mismo aplica para operadores
antihermitianos (antisimétricos) y unitarios
(ortogonales).
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4) PROYECCIONES ORTOGONALES Y
TEOREMA ESPECTRAL

El teorema espectral permite descomponer un
operador normal, expresandolo como
combinacion lineal de ciertos operadores
conocidos como proyecciones ortogonales.

Teorema:

Sean V un espacio vectorial con producto
interno, W un subespacio de V y W' el

complemento ortogonal de W. Si:
v=w+w', donde weW yw'eW"

entonces el operador P: V—V definido por:

P(V) =W
se llama la proyeccion ortogonal sobre W.

NOTA: Si W es un subespacio de V y P es la
proyeccion ortogonal sobre W; entonces, para

cualquier vector veV , P(V) es el vector de W

que mas se aproximaa v.

Teorema espectral:

Sea V un espacio vectorial sobre C (sobre R),
de dimensidn finita y con producto interno, y sea
T: V=V un operador normal (simétrico). Si A,
A2,..., A son los diferentes valores caracteristicos
de T, E(4) es el espacio caracteristico
correspondiente a A4 y Pj es la proyeccion
ortogonal sobre E(/;), entonces:

1. T =A4P1+APo+.. .+ 4Pk
2. Pi+Po+.. . +P =1

3. PoP =0,

! ]

parai#j

La expresion de (1) se conoce como
“descomposicion espectral” del operador T; tal

descomposicion es Unica (salvo en el orden de
los sumandos).

5) FORMAS CUADRICAS

Una forma cuédrica en R" es una funcion Q
definida en R" cuyo valor en un vector x en R"
puede calcularse por medio de una expresién de
la forma Q(x)= x'Ax donde A es una matriz
simétrica nxn. La matriz A se llama matriz de la
forma cuédrica.

El ejemplo mas sencillo de una forma cuadrica
diferente de cero es Q(x) = x"Ix = ||x||*

Cuando A es una matriz nxn, la forma cuédrica
Q(x) = x"Ax es una funcién de valores reales con
dominio R". Es posible distinguir varias clases
importantes de formas cuédricas por el tipo de
valores que asumen para diversos X.

Una forma cuadrica Q es:

1. Definida positiva si Q(x)>0 para toda
X#0

2. Definida negativa si Q(x)<0 para toda
X#0

3. Indefinida si Q(x) toma valores tanto
positivos como negativos.

Asimismo, se dice que Q es semidefinida
positiva si Q(x)=0 para toda X, y Q es
semidefinida negativa si Q(x)<O0 para toda Xx.

Formas cuadricas y valores propios:

Sea A una matriz simétrica nxn. Entonces una
forma cuadrica x'Ax es:
1. Definida positiva si y solo si todos los
valores propios de A son positivos.
2. Definida negativa si y sélo si todos los
valores propios de A son negativos.
3. Indefinida si y solo si A tiene valores
propios tanto positivos como negativos.
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GLOSARIO DE MATRICES

Matrices ortogonales y unitarias:

Matrices simétricas/antisimétricas: . . .
Una matriz A no singular se dice que:

Sea A una matriz de nxn con elementos en
C. Se dice que: 1. Es ortogonal si AT = AL

con lo que: AAT = ATA=1

1. Es simétrica si Al =A
[aij J = aji] Vi, ] 2. Es unitaria si A = AL
2. Es antisimétrica si AT =—A con lo que: AA = A A=1

Lo ]=[-as] vi]
NOTA: Los elementos de la diagonal principal deben ser

nulos.

Si A es una matriz cuadrada, entonces:

1. A+ AT = matriz simétrica

2. A— AT = matriz antisimétrica

Matrices hermitianas/antihermitianas:

Sea A una matriz de nxn con elementos en
C. Sedice que:

1. Es hermitiana si A =A
2y ]=[aii] vi]

NOTA: Los elementos de la diagonal principal deben ser
ndmeros reales.

2. Es antihermitianasi A" =-A
[aij]:[—aji} \vd i, J

NOTA: Los elementos de la diagonal principal deben ser
nUmeros imaginarios.

Si A es una matriz cuadrada, entonces:

1. A+ A"= matriz hermitiana

2. A— A= matriz antihermitiana
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